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l)ber Fl chenscharen, deren or hogonale Trajektorien 
ebene Kurven sind. 
Von 
ERICH MOSCH in Charlottenburg. 
Die Untersuchungen yon Fl~chenscharen haben sich bisher meist auf 
die dreifach orthogonalen Systeme bezogen; im folgenden soll auf eine Auf- 
gabe eingegangen werden, die zuerst 1899 yon der Acad4mie de Toulouse 
gestellt wurde soweit mir bekannt, ohne eine Beantwortung zu finden - - :  
Fl[ichenscharen zu untersuchen, deren orthogonale Trajektorien eben sind. 
Anfang 1905, als der erste Teil dieser Arbait schon abgeschlossen war, 
erschienen i  den Comptes Rendus zwei Noten yon Car r us und D arb o u x*), 
die darin zu Kesultaten gelangen, wie sie auf anderem Wege auch in der 
vorliegenden Arbei~ erhal~en werden. In ether weiteren Note (C. R., 
Band CXLIII, 1906) erledigt Carrus den in vorliegender Arbeit nicht 
behandelten Fall, dal3 die Fls einem dreifach orthogonalen System 
angehSrt und or~hogonale Trajektorien hat, deren Ebenen alle durch einen 
Punkt gehen. SchlieSlich is~ noch ganz ktirzlich in den Annates de la 
Facultd des Sciences de Toulouse (s4rie 2, tome VIII, 1906) eine Arbeit 
yon Goursa~ erschienen: Sur les familles de surfaces ~ trajectoires ortho- 
gonales planes. Leider babe ich mir diese Arbeit nicht verschaffen kSnnen. 
In w 1 sollen einige allgemeine Resultate tiber die Trajektorien ab- 
geleitet werden. Die dann erfolgende Wahl des Koordinatensystems nStigt 
zu einer Teilung, in w 2 wird die Theorie yon Scharen niehtabwickelbarer 
Fl~ichen in Angriff genommen, in w 3 werden einige einfache Beispiele dazu 
gegeben, worauf in w 4 auf die Theorie yon Scharen abwickelbarer Fl~chen, 
insbesondere yon Ebenen- und Kegelscharen eingegangen wird. 
w 
Allgemeines. 
Es set eine Schar yon e~nfach unendlich vielen Fl~ichen mit dem 
Fl:,ichenparameter Q gegeben durch 
(1)  x = x(uv ), y = y(uv ), = 
*) C. R., Band CXL, 23. Janvier 1905. 
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Bezeichnet man die Rich~ungscosinusse d r Fliichennormalen mit X YZ,  
so lauten die Differentialgleichungen d r orthogonalen Trajektorien yon (1): 
dx dy dz 
(2) -X = Y =-2- = dT' 
wo dT das Linienelemen~ einer Trajektorie ist. Die Bedingung dafiir, 
da5 die Trajektorien eben sind, lautet dann bekanntlich: 
(3) Z• XdYd~Z= O, 
wo die d Zuwtichse l~ngs der Trajektorien bedeuten und mit Hilfe yon 
(2) zu berechnen sind. Start (3) kann man auch schreiben: 
z xa(raz-zd =o, 
wo das Summenzeichen - -  wie s~ets im folgenden- eine dutch zyklische 
Vertauschung entstehende Summe bedeulek Nimmt man mi~ (4) zusammen: 
ZXd(YdZ- -ZdY)  ~_ O, 
so folgt weiter: 
d( :YdZ-  ZdY)  : d (ZdX- -XdZ)  : d (XdY- -  YdX)  
-- (YdZ- -ZdY) :  (ZdX- -XdZ) :  (XdY- - rdX) .  
Ist also keine der Griil3en der rech~en Seite Null, so kiinnen wir die 
Gleichung des Problems aueh erhalten, indem wir eines der drei Verh~l~nisse 
(5) (YdZ- -ZdY) : (ZdX- -XdZ) : (Xd 'Y - -  YdX)  
nach T differenzieren and das Resultat gleieh Null setzen. Die drei 
GrSl~en .(5) sind iibrigens den Richtungscosinussen derTrajektorienebenen 
proportional, kui~erdem folg~, dab die GrS•en 
:YdZ-- Zd Y ZdZ--  ZdZ 
(6) xar -  tax  = cl, xar -  tax  - -  
li~ngs der Tr~jektorien konstant, die Gleiehungen (6) also die Gleichungen 
der oo ~ Trajektorien sin& Fassen wit die Kurve YdZ- -ZdY~O,  
XdY- -YdX ~-0 (woraus ZdX- -XdZ= 0 folgt), oder, was dasselbe 
ist, die Kurve dX ~ d Y~ dZ = 0 ins Auge, so sehen wir, da~ c~ und c~ 
l~ngs dieser Kurve unbestimmt werden, d. h. alle Trajektorien treffen sie. 
Betrachten wit noch den Kriimmungsradius Rr einer Trajektorie: 
(7) 
so sehen wir~ dab er fiir die Punkte jener Kurve = c~ wird, die Trajektorien 
haben hier also Wendepunkte. Fassen wit zusammen, so haben wir den 
Satz. Hat man eine _Fl6chenschar/ deren orlhogonale Trajektorien 
eben sind, so erhiilt man die Gleichungen der Trajektorien dutch Differen- 
tiation. Alle Trajektorien treffen eine bestimmte Kurve und haben bier 
Wendepunkte. 
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w 
Seharen yon nichtabwiekelbaren Fliiehen. 
Wit wiihlen jetzt die krummlinigen Koordinaten u, v und setzea 
noc]a voraus: 
~x ~y ~z 
(8) + o. 
Ein l~ullse~zen dieser Funktionaldeterminante liefer~ bekanntlich die Um- 
hiillungsfl~che der Schar (1). Wit  w~ihlen u und v so, dab diese beiden 
Kurvenscharen bei der Gau~schen Abbildung auf die Einheitskugel in die 
Schar der Meridiane und Parallelkreise iibergehen, dat~ also das Linien- 
element auf der Einheitskugel die Form annimmt: 
(9) ds = du ~ + sin ~ udv ~. 
kul3erdem fiihren wit zur Bestimmung eines Fliichenpunktes Wein-  
gartensche Ebenenkoordinaten in, d. h. XYZ und den Abstand w der 
Tangentialebene yore Koordinatenanfang. 1Viii der Wahl dieser Koordinaten 
beschr~inken wit uns zuniichst auf die Betrachtung yon Scharen nicht- 
abwickelbarer Fl~chen. Auf die abwickelbaren Fl~ichen, die nicht mit Hi}i'e 
yon Ebenenkoordinaten behandelt werden kSnnen, werden wit sparer (in w 4) 
eingehen. Dann genfigen X YZ den folgenden Differentialgleichungen*): 
~a 
(10) ~a ~a ~ ~a - sin u cos u ~-~ sin ~ u. a. =- -# '  ~v:=Ctgu~v '  ~v ~ = 
Als allgemeinste Werte ffir X YZ ergeben sich daraus folgende: 
(11) X=(a~s inv+f l~cosv)  s inu+7~cosu ,  Y . . . .  , Z . . . .  , 
wo r 8 f l1""78 Funktionen yon p sind und aul~erdem 
2~a ~= Zfl ~= Z7 ~=1,  Zaf l=  Xar= Xf lT= O usw. 
ist. Weiter ist dann (Bianchi p. 140): 
~w ~X ~w ~X 
(12) x- - - - -wX§ ~u +or  ~v' Y . . . .  ' ~ . . . .  " 
Kennt man also auch noch w, so ist die Fl~ichenschar bestimmt; das 
Problem wird demnach auf die Bestimmung dieser Funktion hinauskommen. 
Ubrigens 1M~t sich Ieicht folgende geome~rische D utung der Koordina~en- 
scharen u und v verifizieren: 
Satz. Schneidet man eine _Fl~che mit einer Schar paralleler ~bener~ 
und verbindet immer solche Punkte, in denen die Fl~che unter g~eichem 
Winkel geschnitten wird, so erhiilt man oo ~ Kurven auf der ~ldche. Ver- 
bindet man jetzt weiter immer so~che Punkte, ~n denen die Tangenten der 
Kurven der ersten Schar einander l~arallel sind, so liefert dies eine zweit~ 
*) S.z.B. Bianchi ,  Vorlesungen iibez Differen~ialgeome~rie. Deu~sch yon Lukat. 
p. 122. 
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Schar yon (x~ ~ Kurven. Bei der s~h~rischen Abbildung gehen diese beiden~ 
Scharen in die Scha~'en der _Parallelkreise und tier Meridiane iiber; es sind 
also unsere Kurven u und v. 
Wit spezialisieren unser Koordinatensystem noch, indem wir in ( l l ) :  
a i - -~ l  , tz~ ----- as ----- O , 3~=1,  /~ i - -~f l~-=~O,~'a=l ,  }'l=}'~=O 
se~zen. ~eometrisoh bedeute~ das, dab wir alle Fl~iehen der Schar mi~ 
dersdben Schar yon Ebenen sclmeiden. Dann wird: 
(13) X = sin u sin v, I7----- sin u cos v, Z = cos u. 
Ferner seien bier noeh einige Formeln zusammengestellt, die spi~br 
gebraucht werden. Sind ~2 'G die Koeffizienbn der ersten, DD'D"  die 
tier zweiten Fundamentalform einer Fliiche, r~ und r~ deren Hauptkriim- 
mungsradien, so is~: 
{ DD, ~ O~w D' = O~w Ow (14) Ou' w, Ou Ov + etg u ~,  
O'~w ~w 
---- Ov ~ sin u eos u 0-~ - -  sin~ u. w. 
(15) E~D'~+ sin~u, . F= D + ~  , ~-~-D '~JF  sin~u, 
(16) D" ] I)D" -- D '~ 
Ox Ow ~X O~w + i aX  O~w 
Wit beiraeh~en jetzt die Gleiehung (3) des Problems. Da X YZ nut 
yon u and v abhiingen~ kann man (3) auch ftir die Einheibkugel deuten, 
derea Punkte ja durch X YZ gegeben sind. tiler bedeutet (3) nichts 
anderes als die Gleichung der ~ grSl~ten Kreise, oder was dasselbe sagt, 
die Schar aller geod~itischen Linien. Deren Gleichung lautet aber 
(Biaachi p. 154): 
(18) du d~v -- dv d~u + 2 ctg u du ~ dv + sin u cos u dv S = O. 
Das is~ eine andere Form der Gleichung (3), zu der man auch dutch 
Einsetzen der Werte XdXd~X . . .  in (3) hiitte kommen kSnnen. Jetz~ 
sind du dv d2u d~v zu berechnen. Mul~iplizier~ man die drei Gleichungen: 
~x ~x ~x 
O"-d du + -~ dv + -~ dQ ~-- XdT ,  9 . . ,  . . .  
tier Reihe nach mit X YZ, ~ X ~ Y 0 z ~ X 0 Y ~ 2, und addier~ jedesmal~ 
so erh~il~ man wegen (17) und (9): 
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(19) -~ dq = dT, Ddu + D'dv = ~-~ do~ 
oder stat~ der zwei letzten Gleichungen: 
D'du + D"dv  ~--- ~ d~, 
~w du D" - -  - -  
~w (DD,,_D,~) -d-T=-- 
~'w D' ~'w 
~'w ~'w 
OuOo +D O)9----q" 
d~u d'~v werden fiir das Folgende nich~ gebraucht. Man iibersieht aber 
leicht, dab (18) eine partielle Differentialgleichung 3. Ordnung ftir w wird. 
Be~rachten wir jetzt (18). M~an kann diese Gleichung, vorausgesetzt, dab 
du ~ 0 ist, auch schreiben: 
(21) du du + 2 ctg u du + sin u cos u \du/ 
und hieraus folg~ 
dv 1 = 
und weiter: 
(23)  v = - -  ~- arc s in  (C - -  1) sin' u 
c+ +C, 
c -  
wo C und C' zwei Funklionen sind, die liings der einzelnen Trajektorien 
invariant bleiben. Fitr O und C' ergeben sich die Wer~e: 
du'--{-sin'udv' ~'== V + 1 sin'uoosSudv" - -du '  
(24) C -~ sin4u dr' ' ~ arc sin ~sln'u cos'u'dv s ~-du  i ' 
Se~z~ man ftir du und dv ihre Wer~e aus (20) ein, ffihrt auBerdem stair 
C und C' die Funktionen O und A ein durch: 
I C' = A, (25) C= r = 
so erh~lt man ftir O und h die kusdriicke: 
(26) 
1 
cos' 0 
- -  _ ~'w 
sin ~ cos u D' @~ ~---~ 
Wir ha~en sohon in (6) zwei Funktionen c1 und c~ gefunden, die 
r~ings der Trajek~orien sich nicht Knder~en. c~ und c~ s~ehen mi te  und A 
in dem folgenden Zusammenhang, den man leicht durch Rechnung 
verifizier~: 
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e l  , 
(27) ktg A ~- c~ ' c I = sin A tg O, 
(tg O ~ Vc12 -~ c~, 9 c 2 ~ - cos A tg O. 
Da auBerdem clc ~ 1 den Richtungseosinussen der Trajektorienebenen pro- 
portional sind, also c 1X ~ c~ Y ~-Z  = 0 ist, so besteht die Relation: 
(28) ~g O cos (v + ^ ) = cos u. 
^us der Form yon (26) kann man wieder den in w 1 bewiesenen Satz 
ablei~en, dab alle Trajektorien eine Kurve treffen, niimlich die durch di6 
Gleichungen 
9"w 9-*w 
(29) 9u 9e -~ 9-~-ee ---- 0 
gegebene, und in den Punkien dieser Kurve Wendepunkte haben. 
Wir gehen jetzl zu den Ebenen der ~ Trajektorien fiber. Die Rich- 
tungscosinusse ihrer Normalen sind ja wegen (27) proportional 
s inh,  - - cosh ,  ctgO. 
Bedeut~et also ~ den laufenden, xyz  einen festen Punkt einer Trajektorien: 
ebene, so lautet die Gleiohung dieser ~ Ebenen: 
(30) ~ sin h -- ~/cos ^  ~- ~ ctg 0 ----- x sin h -- y cos A ~- z ctg O. 
An sich enthalten xyz  alle drei Variabeln uvo; da es aber nut oo 9' Ebenen 
geben daf t -  jede einzelne ist. dutch je einen Wer~ yon (9 und A be- 
s~imml --  so muB die rech~e Seite eine Funktion yon (9 und A allein sein. 
Also: 
9 (31) x sin ^  -- y cos A -~ z ctg O ---- f (h  0).  
Denk~ 1nan sic^ hierin ffir O hxyz  ihre Werte eingeselzt, so kommen 
yon w nut die Differentialquotienten bis zur 2. Ordnung vor; aul~erdem 
enthiili die Gleichung eine willktirliche Funktion f. Wit haben damit den 
Satz. Die Gleichung (31) ist eine Integralgleichung 2. Ordnung der 
altgemeinen Gleichung 3. Ordnung des Problems. 
w 
Be isp ie le .  
I) Wir stellen uns zuniichst die Aufgabe, alle Kugelscharen zu finden~ 
(ieren orthogonale Trajektorien eben sind. ^us der geometrisehen Be- 
deutung yon ~ und v folgt, dab diese Kurvenscharen in unserem Fal l  
Kriimmungslinien sind, dab also, wenn dutch /~(Q) die Kugelradien ge- 
geben sind, D'----0, ferner wegen (16) 
D --- - -  R (~) ,  D"= - -  R sin 2 u 
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ist. Aus (14) und (12) folgt dann fiir w, xyz:  
(32) 
i = a3 + [a(9 ) sin v + 0(9) cos v] sin u + 7(9) cos u, 
= a (9) q - / / s in  u sin v, 
= r +/~ sin u cos v, 
= 7(9) +/~ cos ~t. 
Aus (20) ergibt 
und hieraus: 
sieh dutch Einsetzen der Werte yon DD'D" :  
O~w 
~u sin s u OuO~ 
dv ~ ~w-  
~W 
dvd~u - -  dud2v ---- 2 etg u du~dv + sinSu dyed OuOq 
O"w 
~vOq 
Die Differentialgleiehung (18) wird damit zu 
~u0o c tgudv  =0 dv ~' d O~w 
OvO~ 
Lassen wir ztm~chst den Fall dv ~ 0 beiseif, e, so vereinfach~ sich die 
entstandene Gleichung naeh der Differentiation und durch Einsetzen der 
sich aus (14) ergebenden dritten Differentialquotienten: 
ZI1 : 
bsw ~ tt" Ow OSw =etgu  O~w 
Ou~Oo 0~' OuOvOQ OvOe ~ 
0~w sin s u ~w ~Sw = R' sin 2 u -- sin u cos u 0u ~q ~ 
-~v~q ~u~q" ~u~o ~vOq ~ 
~$W ~lW 
Diese Gleichung sagt aus, dab das Verh:,iltnis ~u~q:3v~e 
muff, d. h. wegen (32), dab 
frei you 0 sein 
(a' sin v ~/ / '  cos v) cos u - -  7' sin u 
(a" cos v - -  ~" sin v) sin u 
p nieht enthalten daft. Dies ftihr~ auf folgende Werte fiir aflT: 
wo die abc Konstanten sin& Die 6tleichungen der Kurve der Mitteltm,M#e 
x=a,  y- - - f l ,  z=7 
87* 
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zeigen dann, dab diese Kurve eine Gerade ist. - -  Der vorhin ausgeschlossene 
0~---~ w - -0  und wegen (32) Fall dv = 0 ergibt wegen (20) ~vvq 
a" sin v -k- fl' cos v = 0 
d. h. a'-----fl'= O. a und fl mtissen Konstante sein. Die Kurve der Kugel- 
mittelpunkte ist eine der z-Achse parallele Gerade. Wir haben also den 
Sa~z. Eine Kugelschar hat nut dann ebene orthogonale Tra~ektorien, 
wenn die Kugelmittellmnkte auf ether Geraden liegen; die Gr6fle des Kugel- 
radius kann sich dabei nach einem willkiirlichen Gesetze 6ndern. 
Die Gestalt der Trajektorlen ist in diesem Falle besonders einfach. 
Um sie zu iibersehen, nehme man sine Sehar yon Kreisen, deren Mittel- 
punkte auf einer Geraden liegen, und konstruiere deren orthogonale Tra- 
jektorien. Man erh~R Kurven, deren jede auf der Umhfillungskurve der 
Kreissehar eine Spitze hat, deren Verlauf im iibrigen yon der Funktion 
/~(p) abh~ng~ und die die Gerade der Kreismittelpunkte als Asymptote 
haben. Im Falle gleich groiser Radien ist jede Trajektorie eine Tractrix. 
II) Als zweites Beispiel w~ihlen wir den Fall, in dem die Trajektorien- 
ebenen alle einer festen Geraden, etwa der z-Achse, parallel sind. Dann 
7g 
ist O wegen seiner geometrischen Bedeutung =~ (vgl. (30)), auBerdem 
wegen (28) A = = ~- -  v und wegea (26): 
(33) D' 0~W--D ~w 0~ y -~- = 0. 
Start (33) kann man wegen (20) aueh sehreiben dv = 0, d. h. v is~ lgngs 
der Trajektorien konstank Die Hauptgleiehung (18) ist mR dv = 0 erftillt, 
so daiS wi res  nur mR (33) zu tun haben. Diese Gleiehung wandelt man 
mit Benutzung yon (17) und (12) leicht in die folgende urn: 
~ ~(~ ) (34) w cos ~ -- -~ sin u = r , O , 
wo r eine willktirliche Funktion ihrer Argumente ist. Von der Integration 
dieser Gleichung 1. Ordnung h~ngt die L~sung des Problems ab. Dis 
Gleiehung ist allgemein nicht integrierbar. Es seien aber noch einige 
Eigensehaften der betreffenden Fl~iehenscharen a gezeigt. Zuniichst kSnnea 
auch hier, wenn auch die GrSSen (9 und A versagen~ die Gleichungen der 
Trajektorien in endlicher Form gegeben werden. Erstens ist fiir dieselben 
v -  ca, zweitens folgt aus der Gleichung der Trajek~orien, die in diesem 
Fall, wie leicht zu iibersehen~ 
(35) ~ cos v --  ~ sin v =- x cos v -- y sin v 
heiBt, dutch Einsetzen der Werte aus (12) und unter Bertic]~zsiehtigung 
des Umstandes, da$ es nur c~ ~ Trajektorienebenen gibt, dab 
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I ~w 
(36) v -~- el, sin u ~v ~" C~ 
die gesuchten Gleichungen der Trajektorien sin& 
Eine andere nicht ganz einfache Eigenschaft, die leicht zu verifizieren 
ist, ist die folgende: Die Fliichenschar v = c~ schneider jede der Fl~chen Q 
in ~ Kurven ~v= O. Die ~ Trajektorienebenen a dererseits bestimmen 
in jedem Fl_iichenpunkte ine Fortschreitungsrichtung d man erh~lt so 
zv ~ Kurven D'Su + D"~v = O. Bezeichnet man den Winkel, unter dem 
sich zwei Kurven dieser beiden Scharen in einem Fl~chenpu~kte treffen, 
mit #, die beiden Normalkriimmungen der beiden Kurven mit _1 und 
01 02 ~ 
die To~alkrilmmung und mitflere Kriimmung der Fliiche in jenem Punk~e 
mit K und H, so besteht die Beziehung: 
(H--K~a cos' a)r 2 = 1. 
SchlieBlieh kann man leicht folgende Eigenschaft ableiten: 
S atz. lh'e UmhiiUungSl~Che d r F~w~ 0 beriihrt die Fl~iche~ h  
ebenen Kurven, deren ~benen senkrecht auf der z-Achse stehen. 
In einem Falle liil~ sich die eben behandel~e Aufgabe ganz durch- 
ftthren: wenn die Schar der Trajektorienebenen sich auf eine einfaeh 
unendliche reduzier~. D ann ist offenbar wegen (,36), wenn ~p eine will- 
ktirliche Funkfion yon r i s t :  
1 Ow = 
Hieraus folgt durch Differentiation sch 0 und u: 
(38) ~-~ = O, ctg ~ ~ ~ 
Aus D'~ffi 0 folgt wegen (15) noch F = 0, d. tL die Kurven u mad v sind 
Krtlmmungslinien. Andererseits ind die Sctmitte der Ebenen senkrecht 
zur z-Aclme mit den Fl~hen Q gegeben dutch 01 = 0, oder, entwickelt, 
wegen (17) 8u = 0, das sind aber die Krilmmungslinien der einen Schar. 
Die ~ Aaben also eine tqchar K~mmu~sZ.inien n par~ Ebenen. 
Aus (37) folgt noch: 
(39) w = , (0  ,, + 
wo ,(v)--fq~O;)dv geseat ist~ Um die Form und Lage der Trajek~orien 
zu unbersuchen~ beachten wir, dab deren Ebenen 
(40) ~ cos v --~ sin v = t0'(r) 
einen Zylinder umhttllen, dessen Oleichungen aus (40) sich in der Form ergeben: 
cos v - -  ~" sin v, 
(41) 
--- -- sin v -- cos v. 
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Diese Gleichungen geben zugleich die Form der Leitkurve des Zylinders 
in der ~-Ebene an. Das Linienelement d~ dieser Kurve ist: 
(42) d~ = -- ( r  r  dr. 
Die Fliichen der Schar sind dargestellt dutch: 
x=Os inv+0'cosv+ ~s inu+~cosu  sinv, 
(41}) y ~ ~, cos v -- , '  sin v -- ~ sin u + ~-~ cos cos v, 
~x sin u, ---- Z cos u -- 
wo O und ~ beliebige Funktionen ihrer hrgumente sind. Andererseits 
kann man (43) auch als die Gleichungen der Trajektorien betrachten, 
jeder Wer~ v = c 1 liefert eine Trajektorie. Um darfiber Aufschlul~ zu ge- 
winnen~ wie die Trajektorien in den Ebenen verteilt sind~ greifen wir 
eine solche Ebene heraus und ffihren ein neues Koordinatensystem ein. 
Als ~-Achse wKhlen wir die Gerade~ l~ings deren die. Ebene den Zylinder 
(41) beriihr~ als O~-Ebene die Trajektorienebene s lbst. N/tch der Trans- 
l~orma~ion erh~lt man die Oleichungen der Trajektorien in der Form: 
t = 0, 
~Z 
t) ~ ~ + ~," + X sin u + ~ cos u, 
O z sin u. -- ~ cos u -- 
Beachtet man, da$ 8 ftir alle Trajektorienebenen dieselbe Funktion yon 
u und q ist, da es yon v unabhi~ngig st, beachtet man welter, da~ t~ + 
wegen (42) auch yon v frei ist, so erhiilt man alas Resultat, da$ die 
Kurven aller Ebenen kongruent sind, sowie, dal~ die Kurven einer Ebene 
mit denen after andern dadurch zur Deckung gebracht werden kSnnen, 
dab man ihre Ebene auf dem Zylinder rollen l~t~t. Wearier man jetz~ 
noch einen bokannten Satz yon Ribaucour fiber die Umhiillungsfliiche tier 
Trajek~orienebenen an*), so kann man den umhiillenden Zylinder dttrch 
eine beliebige abwickelbare Fl~iche ersetzen und hat damit den 
Satz. Nimmt man eine bdiebige abwickdbare ~'l~che, konstruiert in 
einer ihrer Tangentialebenen ine einfach unendliche Kurvenschar und l~flt 
~die Tangentiatebene samt der Kurvenschar auf der Abwickelbaren rollen, 
so sind die so er~eugten doppelt unendlich vielen Kurven dia orthogonalen 
Trajektorie~ einer Fl&henschar. 
" *) s. 'z. B. yon L i l i entha l ,  ,,Grundlagen einer Krfimmungs~heorie der Kurven- 
scharen% p. 58. 
Fl~chenscharen mit ebenen orthogonalen Trajekto~ien. 58~ 
w 
Scharen yon abwickelbaren Fl~ichen. 
Im vorhergehenden konnten infolge der Benutzung yon Ebenenkoordi- 
naten nur nichtabwickelbare Fliichen betrachtet werden. Die dadurch ent- 
standene Liicke wollen wir jetzt ausfiillen und nach Scharen yon Abwickel- 
baren s deren orthogonale Trajektorien eben sin& 
I) Ebenenscharen. Die or~hogonalen Trajektorien ein~r Ebeneaschar 
al(~)x -F a~(o)Y -F a~(~)z = a,(~), a~ s -F a~ ~ ~d aS= 1 
sind gegeben durch 
dx dy dz dT. 
a 1 as cta 
~_~ dx d~y dSz ='0 sein. Die Dami~ die Trajek~orien eben sind~ mu~ -{- ~ T g T ~ d T ~ 
Bedingung kommt, wie leicht einzusehen, auf die folgende hinaus: 
I +_ a~a~'a~" = O. 
Setz~ man 
(1) 
Die Funktionen p1. - .  kSnnen unbeschadei der Allgemeinheit so gew~ihlt 
werden, dab 
(2> ,vp'~ = 1, 
0Z . gese~z~ ist. ist, wo L = 0-~'" 
(3) x=p@,  
I I ~= 1, I L~= 1 
Dann bedeuten die Gleichungen 
:t = q@,  ~ = ~(o) 
= q(q) + ~(,~), 
= r(p) + un(vq). 
so nimmt obige Determinantengleichung die Form an: 
~'~" = ~,'/~" - -  0 
und liefert 
Die Gleichung der Ebenenschar wird darni~ 
(cl v +kl )x  + (c4 v+k~)y + z = a,]/1 +~(cl v,+kl)~ + (cs v+k~) ~. 
Als Umhiillungsfl~che dieser Ebenenschar finder man einen Zylinder. Da 
auch umgekehrt klar ist, dab eine Ebenenschar, die einen Zylinder um- 
hiillt, ebene orthogonale Trajektorien hat, haben wit den 
S atz. Eine E, benenschar hat dann und nut dann ebene orthogonale 
Trajektorien, wenn die Ebenen der Schar einen Zylinder umMillen. 
II) Kegdscharen. Eine Schar yon Kegelfl~ichen sei dutch die .Glei- 
chungen gegeben: 
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die Kurve der Kegelspitzen, 0 den Bogen dieser Kurve, l m n die Richtungs- 
cosinusse der Erzeugenden der Kegel; endlich liefert u = 1 fiir jeden be- 
stimmten Kegel ~ die Kurve, deren Punkte um die Einheit yon der 
Kegelspitze nffernt auf den erzeugenden Geraden liegen, v ist der Bogen 
dieser Kurve. 
Ffir die Richtungscosinusse d r Kegelnormalen hat man 
(4) X = raN- -  nM,  9  9  9  9  
und die Bedingungsgleichung daftir, dal~ wi res  mit ebenen or~hogonalea 
Trajektorien zu tun haben: 
Zd X d( YdZ-- Zd Y) = O, 
nimm~ nach Einsetzen der Werte yon XdX usw. und gehtiriger Verein- 
fachtmg tinter Berticksiehtigung yon (2) and den sich aus (2) dutch Dif- 
ferentiation ergebenden Formeln die (]estalt an: 
(5) I(dld~L--dLd~l) + ILdl[3(IdL~+ Id l  ~) -- 4(ILdl) ~] -- O. 
Fiihrt man die Differentiationen weiter aus, so erhiilt man eine Gleichung 
yon der Form 
(6) Fo(dodSv--dvd~) 4 F~dvS+ Fsdv~d~ + Fsdvdo~+ F~d~S= O, 
worin 
(7) 
Fo=~~ ~z _~l~L~ ~._ 1, 
Z O~ O'L 
Z SZ ~'L 
Z 
§ + 
zu se~zen ist. 
Ftir du dv d~ finder man aus den Gleiohungen 
dx = (mN--nM)dT usw., 
da 
(8) 
ist: 
(9) 
@x ~x 
~--4 ---1' ~ = uL ,  
du = - -  I l l  dq ,  
und hieraus: 
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I~ ,~'v -~v~' , - - -5Z ' , , 'Z ,~ '~e - -~( Y---~' o"~- ~+ y~ ; ~" ~,, 
(1~ / +2~, ,4 )4 , _ (~~+Z~o ~, +~,  ~o ~ Tvdv o~ oi., de) de'. 
Durch Einsetzen yon (9) und (10) in (6) erhli.ll diese Gleichung die Gestalt: 
f~ f, f, (11) u-~ + ~ + ~- + f~ --- O, 
worin 
fo = - -  F ,  (ZL_~' )  ~, 
f. =2  ~.,' E~o (2 ,  '~  . _ _~, )_~,  
- ~)+ Lp'~ ~-  n~'Lp .  
oo/ N ~ + F, 
ist. Da die Funklionen f die Variable u gar nicht enthalten, mu6 wegen 
(11) einzeln: 
. fo = f ,  = f ,  = s = o 
sein. Be~rachten wir zun~ehst fo----0. 
2~Lp'--- 0. 
A) /~=0. Aug 
X,1L = O, also 
ist" 
d~ h.: 
(12) 
0v 
Das bedeubt entweder F 1 -----0 oder 
~.~{OL,  13= 1. Dann ist aber, (7) folgt dann .~ . j \Ov}  
0L 
__  0M~,_ ,~;, [0zy_  0Z?_ 
~L 
l= - - -~ , ' ' ' ,  " ' ' .  
da 
Betrachten wir nun eine Kurve u ~ coast, eines Kegels e, also eine Leit:  
linie. Fiir sie ist: 
x ~p + ut ,  .  9  9 9 
ferner 
x ' - -  L~ x"~ 1 0L x'" i 0~L -~u ~ ~ ~-~, 
und wit erhalten fiir ihren Krtimmungsradi.us k and ihre Torsion T: 
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I ~L ~SL[ 
(13) ~-~ = ~ ~ \-~-~/ = u~, 
~\3v/  
k is~ konstan~, T is~ wegen (12) Null; wit haben es also mit einer Schar 
gerader Kreiskegel zu tun. 
Kegel erhiilt man aus: 
Den halben ()ffnungswinkel ~ eines dieser 
sin o" = -- '  
Also ist wegen (13) a = ~;  die Kegel arten in Ebenen aus, wit kommen 
auf den oben schon efledigten Fall der Ebenenschar.. 
B) ~Ls = O. Da dann auch ~f f  ~L~- = 0 trod ~'~-'~Lp"+ A ~ ,3L~_=0 
is~, so werden ft uI~d f~ ideafiseh Null; es bleibt nur noeh 
f~=O 
zu be~rachten t~brig. Zun~chs~ sei noch folgendes bemerkt: Aus 
~ 'L~'=O,  ~r~ , 
folgt: 
(15) 
L ~_ 
Andrerseits folg~ aus 
~N ~M .M- -  -- N - -  ~v ~v 
V2.  
~L~ = O, L 'L  &L --:0: 
~N 0M 
9 . 9 9 . 9 "~ ~ ' , 
und hieraus nach Multiplikat.ion mit L MN und Addition: 
\~v/ 
hus ~Lp'----0 folgr welter 27/i~'-~(p(~)~ also mit Riicksicht auf (15), (16): 
oder: 
(17) ~ [ ~ -  -- \~v / t -  ~,(~) =C .(e) 
Aus (15) ergib~ sich dam1 durch Differentiation nach v, wie leich~ zu 
tibersehen: 
~v ~ (18) = , . . . ,  
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Durch Multiplikation dieser Werte mit LM17 und Addition erh~lt man, 
] / /~ ; '  = _ V~ 
und wegen (18) sind also LMN durch die Differentialgleichungen b stimmt~: 
(~9) a*L 0, L~(e)  + ~--~ = . . . ,  . . . 
Die allgemeinsten LSsungen derselbe'n sind: 
(20)  ~ _ -  A ,  B ,  V cos (Or) + ~- sin (Ov) -b C1, 9 9 ", 9 9 ". 
Die ABC,  die Funktionen yon Q sind, gen~igen dabei wegen der zwisehen 
and seinen Ableitungen bestehenden Formeln den Beziehungen: 
(21) ZA ~:ZB '~- I ,  NAB----, X, AC-~ NBC= O, Y ,C~= 9 V' " 
Se~t man jetzt die Werte fiir tmn in die Gleichung f8 ~ 0 ein, ver- 
einfacht gehSrig und ffihr~ zur Abkfirzung noch die Funktionen ~r ein 
durch: 
(22) X,A 'B= ~(0) ,  2 JA 'C= Z(Q), ZB 'C .~.  co(Q), 
so erhiilt man eine Gleiehung yon der Form: 
(23) al sinS(~Pv) +a~ cos~0P v) + assin*(~v)c~ -t-"'+a9 cos(~ v)+alo~O.  
In den Koeffizienten a kommt der Winkel ~pv nicht vor, es sind Funk- 
~ionen yon ~ allein. (23) mul~ also idontisch verschwinden: Dies liefer~, 
wenn durch ~ der Koeffizient des betr. Arguments bezeiohnet wird, die 
Relationen: ! (s in  s) = S~ (cos * s~-) = - } (s~n), 
(cos~) - -  S~ (s~- ~ cos) = - -  S~ (cos) ,  
(24) (sin s) = ~ (cos *) = - -  $~ (!)., 
(sin cos) ~ 0. 
Fiihr~ man die Rechnung durch, so erhiil~ man als Ergebnis nur die 
beiden Gleichungen: 
(25) { ~ ' (~ '  + z') - ~ z~'  - 3~' '  + ~(~' -  ~'~') = 0, 
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denen" man auch die Form geben kann: 
(~6) 
~;(  - -  Zoo'--- (p(%~ + ~) ,  
, , (~  + z~)~- 3,~'~(~ + z~) + ~," (~ + z~) - ** '(~ ~' + zz') = o. 
Wit gehen zur Deutung dieser Gleichungen fiber. Aus (13) ergibt sich 
fiir Krfimmungsradius nd Torsion einer Leitlinie u = const, eines Kegels O: 
d. h. liings der Leiflinie isi k konstant, 
T _ 
L -~v Ov ~ 
----0 wegen (19). 
])ie Kegdschar besteht demnach aus geraden Kreiskegeln. Bezeiehnen wir 
welter Kriimmungsradius nd Torsion der Kurve (3), die yon den Kegel- 
spiizen gebfldet wird, mit k s und T~; so erh~lt man mit Berficksiehtigung 
yon (15) und (20) und nach Einftihrung der Funktionen (pZco die Aus- 
driicke: 
(27) --" V 2 -  1 ' 
l , r 
[~; = ~ T ~ [~z - z~ - ~(z ~+ ~o~)]. 
Aus der ersten Gleiehung (26) ergibt sieh sofort, dab die Kurve der 
Kegelspitzen eben is~, 
Um die Kegelschar konstruieren zu kiinnen, miissen wir noch ffir 
jeden Puak~ der Kegelspilzenkurve den ()ff-nungswinkel des zugehSrigen 
Kegels kennen. Diesen liefer~ uns die zweite Gleichung (26). Der halbe 
$ffnungswinkel ~t is~ ja bestimmt dutch: 
k 1 1 
(28) sin ~ = ~- ----- V' ~ sin ~, 
Aus der ersten Gleichung (27) folgi dann: 
(29) Z ~ + co ~ c~ ~ 
Setz~ man die Werle (29) und (28) in die ,zweite Gleiehung (26) ein, 
so kommt: 
(30) 1 -- k~, '~ -- kk," ;t' tg ) , -  k,~, "' tg )~ -- 0, 
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Aus dieser Gleichung finder man dureh zwei Quadraturen: 
(31) c~ Z --- O sin ( f + O') 
und diese JFormel liefert fiir jeden l~unkt der Kegelspitzenkurve die (Jffnu~g 
des zugehi~rigen Kegels. 
Wie liegen schliel~lich die Kegelachsen? Die Tangenten der Kegel- 
spitzenkurve: 
p" q" r" 
bilden im Punkte pqr mit den Erzeugcnden des Kegels, deren Riehtungs- 
cosinusse ja lmn sind, einen Winkel, dessen Cosinus gleich ~ lp '= V~- -1  
also =cos  Z, d. h. der gleich dem halben (~ffnungswinkel ist. Die 
Kegelachsen sind demnach die Ta~genten der Kegelspitzenkurve. Wit haben 
darer folgende Konstruktion der Kegelschar: 
Satz. Man gibt sich eine bdiebige ebene Kurve, kons#ruiert in allen 
_Punkten die Tangenten an diese Kurve und benutzt sie als Achsen, die 
Beriihrungspunkte als Spitzen der zu konstruierenden Kegd. Als halben 
O~ungswinkel nimmt man den Winkel ~ der sich aus der 2"ormel (31) 
e,yibt, worin CC' willkiirliche Konstanten sind und k, den Kriimmungs- 
radius der gew~ihlten Kurve in dean betreffenden t)unkte bedeutet. 
W~hlt man, um eine einfache Konstruktion zu erzielen, C--=-1, C'-~ 0, 
so dal3 
cos ~-~ sin [ de , ]  k~ 
wird, so bemerk~ man, dal~ alas Integral den Winkel darstelR, den eine 
Taagente der KegelspRzenkurve mR einer festen Tangente bilde~. Dies 
ftthr~ zu dem 
Satz. Man gibt sich eine beliebige bene Kurve und auf ihr eine feste 
Tangente. Von jedem Punkte der Kurve aus f~illt man das Lot auf die 
feste Tangente. Dutch Rotation dieser Lote um die Tangente~ in den ~u- 
gehiirigen Kurvenl~nt~bten erh~lt man die Kegel der Schar. 
IH) Scharen yon Zylinderfli~chen und yon beliebigen Abwickelbaren. 
Fiir diese Fl~ichenscharen seien hier nur die Resultate angegeben. 
Geh~ man yon iihnlichen Parameterdarstellungen aus wie in dem eben 
behandelten Beispiel, so erh~R man in beiden Fiillen iihnliche, nur noch 
weR kompliziertere Rectmungen als im Beispiel der Kegelscharen. Die 
Diskussion der dadurch erhaRenen Gleichungen fiihrt zu einfachen Ergeb- 
nissen, die in keinem Verhiiltnisse zur LangwierigkeR der Rechnungen 
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s~ehen, so dab die Hoffnung besteht, es werde gelingen, diese Resulta~e 
auch auf einfachem Wege abzuleiten.- Man gelangt zu folgenden S~itzen: 
Eine Schar yon Zylinderfl~hen hat nut dann ebene orthogonale Tra- 
jektorien, wenn die erzeugenden Geraden der Zylinder s~mtlich ei~ander 
2arallel sind. 
Um zur allgemeinsten Schar abwickelbarer Fl~hen zu gelangen~ deren 
orthogonale Trajektorien ebene Kurven sind, geht man yon einer Fl~che 
aus, deren Kriimmungslinien der einen Schar eben sind. Die Abwickel- 
baren l~ngs der Kriimmungslinien der zweiten Schar bilden dann die ver- 
langte Fl~henschar. 
